Liczby Zespolone - Wprowadzenie

Historia liczb zespolonych siega juz tysiecy lat. Juz sam wielki Heron z Aleksandrii (10-70), znany
nam m. in. ze wzoru umozliwiajgcego obliczenie pola powierzchni trojkgta ze znajomosci wymiaréow
jego bokéw. Zastanawiat sie on rowniez nad rownaniami kwadratowymi. Z pozoru byty proste w
obliczeniach, jednak ich rozwigzania nie zawsze miescity sie w dwczesnie poznawane przestrzeni
liczb rzeczywistych.

Nieco pozniej problem istnienia pdl o ujemnej wartosci rozwazat wtoski matematyk Girolamo Cardano
podczas prob znalezienia rozwigzan rownan szesciennych w XVI wieku.

Po raz pierwszy pojecie liczb zespolonych, jako sktadajgcych sie z czesci rzeczywistej oraz urojonej,
wprowadzit niemiecki matematyk Carl Friedrich Gauss w 1832.

Definicje, twierdzenia i wzory

Podstawowe zbiory liczbowe i ich oznaczenia

N- zbidr liczb naturalnych
Z- zbidr liczb catkowitych
Q- zbidr liczb wymiernych
R- zbiér liczb rzeczywistych

Liczby rzeczywiste mozemy przedstawi¢ na osi liczbowej jako punkt o wspoétrzednej na osi x. Nieco
inaczej jest z liczbami zespolonymi. W 1673 angielski matematyk John Wallis, stwierdzit ze liczby
zespolone znajdujg sie wokot osi liczb rzeczywistych. Dlatego do opisania liczb zespolonych
potrzebne sg nam dwie osie- ox i oy. Liczbe zespolong mozna zatem wyobrazi¢ sobie jako punkt w
uktadzie wspotrzednych.

Na ponizszym rysunku mozna zobaczy¢ wybrane zbiory liczbowe
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Z powyzszego diagramu mozna wywnioskowag, ze:
e liczby urojone sg podzbiorem zbioru liczb zespolonych (liczby urojone majg czes¢
rzeczywistg rowng zero, a urojong rézng od zera- posiadajg tylko czes¢ urojong);
liczby urojone nie majg czesci wspolnej z liczbami rzeczywistymi
e liczby rzeczywiste sg podzbiorem liczb zespolonych (wiec w rdwnaniach gdzie
dziedzina funkcji jest okreslona w zbiorze liczb rzeczywistych nie znajdziemy
rozwigzan z liczbami zespolonymi)

Podstawowe dziatania na liczbach urojonych

Mnozenie i dzielenie
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Mozna zauwazy¢, ze liczby urojone poddajg sie tym samym wiasdciwoscia, co liczby rzeczywiste, ale z

réznicg wyniku. Dlaczego wiec tak sie dzieje?

Liczba i



Aby tatwiej moc zapisac liczby zespolone i urojone wprowadzono oznaczenie +/— 1 (sfownie:
pierwiastka z liczby minus jeden) jako litere i.

2
Dobrze jest rowniez zaznaczyé, ze i° = (V-1)=-1

Dlatego wtasnie dziatania na liczbach urojonych majg przeciwny znak do tego w liczbach
rzeczywistych.

Ptaszczyzna zespolona

Jak juz wczesniej byto wspomniane liczbe zespolong mozna przedstawic¢ na uktadzie wspotrzednych
jako punkt. Liczba zespolona ma swojg czes¢ rzeczywistg i urojona, dlatego wiasdnie na osi
odpowiadajgcej ox znajdujg sie liczby rzeczywiste, a na oy liczby urojone.
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liczba zespolona na ptaszczyznie zespolonej

Ogodlna postac liczby zespolonej

Liczba zespolona sktada sie z czesci rzeczywistej okreslang jako Re(z) oraz czesci urojonej Im(z).
Wiec liczbe zespolong mozna przedstawi¢ jako:

z=Re(z) + Im(z) i

gdzie:
z- liczba zespolona

Posta¢ algebraiczna liczby zespolonej jest czesciej uzywana i mozna jg zapisac jako:

Zz = a+bi



gdzie:

z- liczba zespolona

a- czesé rzeczywista liczby zespolonej
b- cze$¢ urojona liczby zespolone;j

Fizyka a liczby zespolone

Liczby zespolone na poczatku byly rozwazane w kontekscie ujemnych pdl figur czy réwnan
szesciennych.

Mechanika kwantowa jako jedyna w swoim rodzaju dziedzina fizyki opisuje obiekty, ktére moga sie
zachowywa¢ w jednym momencie jak czagstka, a w drugim jak fala. Erwin Schrédinger w swoich
réwnaniach opisujgcych funkcje falowg wykorzystat wtasnie liczby zespolone. W laboratorium w Hefei
przeprowadzono doswiadczenia z lokalnym rozréznianiem splatanych stanéw dwufotonowych przy

uzyciu technik optyki liniowej. Jak sie okazato, dzigki liczbom zespolonym mozna rozrézni¢ stany
kwantowe. Byto to waznym dowodem, ze liczby zespolone sg integralng czescig mechaniki
kwantowej.

Podsumowanie

Liczby zespolone z pewnoscig sie nalezg do zagadnien najtatwiejszych, jednak z dobrym
nastawieniem i odpowiednig pomocg stajg sie bardzo ciekawe. Na naszych spotkaniach jedynie
zahaczyliSmy o ten niezwykly zbior liczb, nie odkryliSmy wszystkich zagadek z nim zwigzanych, ze
wzgledu na ograniczony czas. Podczas zaje¢ ¢wiczyliSmy swoje umiejetnosci matematyczne,
jednoczesnie zdobywajgc nowg wiedze. Nasza przygoda rozpoczeta sie na fizyce kwantowej, a
zakonczyta rozszerzeniem zbioru liczb rzeczywistych. Pomimo wielu trudnosci liczby urojone i
zespolone bedziemy mito wspominac.
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